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Voorwoord
Satellieten zijn er in vele soorten en maten. Zo heb je bijvoorbeeld weersatellieten, legersatellieten, radio- en
televisiesatellieten, GPS-satellieten en ga zo maar door. We kunnen echter ook onderscheid maken tussen satel-
lieten die rond de Aarde ’vallen’ (draaien) en satellieten die boven een bepaald punt blijven hangen. Dit laatste
type heet een geostationaire satelliet en dat is ook meteen het onderwerp van dit onderzoek.

Het is duidelijk, dat vanwege financiële en praktische redenen GPS-satellieten niet geostationair zijn. Dit
onderzoek beschrijft op een wiskundige manier waarom dat zo is. Kennis van goniometrische formules en ver-
banden is echter wel vereist om het te kunnen begrijpen. We onderzoeken hoe veel geostationaire satellieten
nodig zijn om heel het aardoppervlak te bestrijken. Deze satellieten mogen een willekeurige hoogte en bereik
hebben. We zullen later zien, dat dit automatisch begrensd wordt.

Als eerste wordt een schematische weergave van een satelliet en zijn bereik op Aarde getoond. Hieruit gaan we
vervolgens gegevens halen en aan elkaar koppelen. Hieruit wordt een formule afgeleid voor het aantal nodige
geostationaire satellieten. Als laatste wordt er nog even ingegaan op begrenzing van de β-formule.
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1. Schematische weergave

Hierboven staat een schematische (overdreven) weergave van de situatie. De satelliet zendt een signaal uit naar
de Aarde. Het is aan te raden dit overzicht bij de andere pagina’s te raadplegen.

1.1 Verklaring van symbolen en punten

S: de geostationaire satelliet.
MA: middelpunt van de Aarde.
ρA: straal van de Aarde.
h: hoogte van de satelliet.
α: halve tophoek van het bereik van de satelliet.
β: de halve hoek waarmee we het bereik van de satelliet op Aarde aangeven.

Op de volgende pagina gaan we een begin maken: we gaan de hoeken en zijden die we nodig hebben aflei-
den.
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2. Afleiding belangrijke zijden en hoeken

We zijn op zoek naar de oppervlakte van het bereik op Aarde van een satelliet. Dit is natuurlijk geen cirkel,
dus zullen we een parametrisering moeten zoeken voor cirkelboog CP . Als we deze gevonden hebben, kunnen
we hiervan de lengte uitrekenen. Roteren we die lengte dan over 2π radialen, dan krijgen we de gewenste
oppervlakte.
Omdat h en α onze variabelen zijn, en ρA is een constante, zoeken we dus een formule voor β die afhankelijk is
van deze drie waarden.

2.1 Hoeken
Omdat driehoek PCMA gelijkbenig is, geldt dat hoeken ϕ1 en ϕ gelijk zijn.
Hieruit volgt dus, dat β + 2ϕ = π radialen.
Omdat ook δ + ϕ = δ + α+ γ = π radialen, geldt ϕ = α+ γ = π

2 −
β
2 .

Ofwel γ = π
2 −

β
2 − α.

Het lijkt vreemd, maar dit resultaat gaan we nodig hebben.

2.2 Zijden
We willen de lengte weten van cirkelboog CP , dus hebben we de lengte van lijnstuk CP ook nodig.
Dit doen we met de cosinusregel:
|CP |2 = |CMA|2 + |PMA|2 − 2|CMA||PMA| cosβ
Merk op, dat |CMA| = |PMA| = ρA. Dus:
|CP |2 = 2ρ2

A − 2ρ2
A cosβ, ofwel

|CP |2 = 2ρ2
A(1− cosβ).

Hieruit volgt: |CP | =
√

2ρ2
A(1− cosβ).

Nu we de belangrijkste gegevens hebben afgeleid, kunnen we een formule afleiden voor β.
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3. Afleiding van de β-formule
Met de gegevens uit hoofdstuk 2 gaan we een formule voor β zoeken. Dit doen we met behulp van de sinusregel:

sinα
|CP | = sin γ

h .
Vullen we nu de gevonden waarden voor |CP | en γ in, dan volgt

sinα√
2ρ2A(1−cos β)

= sin(π2−
β
2−α)

h .

Kruislings vermenigvuldigen geeft:
h sinα = sin(π2 −

β
2 − α)

√
2ρ2
A(1− cosβ).

In de volgende stap halen we ρA buiten het wortelteken en schrijven we de sinus om volgens de regel
sin(π2 − x) = cosx:
h sinα = ρA cos(β2 + α)

√
2(1− cosβ).

Slim met 1 vermenigvuldigen binnen het wortelteken geeft nu:

h sinα = ρA cos(β2 + α)
√

2
√

2( 1−cos β
2 ).

Hieruit volgt:

h sinα = 2ρA cos(β2 + α)
√

1
2 −

1
2 cosβ.

Omdat 1
2 −

1
2 cosβ = sin2(β2 ), krijgen we nu:

h sinα = 2ρA cos(β2 + α)
√

sin2(β2 ), ofwel

h sinα = 2ρA cos(β2 + α) sin(β2 ).

We zijn nu in elk geval het wortelteken kwijt. Nu kunnen we verder de cosinus en sinus omschrijven met
behulp van de dubbele hoekformules.

Schrijf nu cos(β2 + α) = cos(β2 ) cosα− sin(β2 ) sinα:
h sinα = 2ρA(cos(β2 ) cosα− sin(β2 ) sinα) sin(β2 ).

Uitschrijven geeft nu:
h sinα = 2ρA sin(β2 ) cos(β2 ) cosα− 2ρA sinα sin2(β2 ).

Passen we nu toe, dat sinβ = 2 sin(β2 ) cos(β2 ), dan krijgen we:
h sinα = ρA sinβ cosα− 2ρA sinα sin2(β2 ).

Ook hebben we −2 sin2(β2 ) = cosβ − 1:
h sinα = ρA sinβ cosα+ ρA sinα(cosβ − 1), ofwel
h sinα = ρA(sinβ cosα+ sinα cosβ)− ρA sinα.

sinβ cosα+ sinα cosβ = sin(α+ β), dus:
h sinα = ρA sin(α+ β)− ρA sinα, ofwel
(ρA + h) sinα = ρA sin(α+ β).

Tenslotte verder uitschrijven en de inverse sinus nemen geeft de formule voor β:
(ρA+h) sinα

ρA
= sin(α+ β)⇔

α+ β = arcsin( (ρA+h) sinα
ρA

)⇔

β = arcsin( (ρA+h) sinα
ρA

)− α.
In deze formule zijn β en α in radialen en h in kilometers. ρA is een constante, namelijk 6378km.

Nu we de β-formule hebben gevonden, kunnen we uitrekenen hoeveel satellieten we nodig hebben.
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4. Een formule voor het benodigde aantal satellieten

β beschrijft een hoek. Omdat een doorsnede van de Aarde ook gewoon 2π radialen bevat, kunnen we β
ook schrijven als deel hiervan. Op deze manier kunnen we de booglengte CP uitrekenen.

De omtrek van de Aarde is 2πρA km. Bij deze omtrek horen 2π radialen. Bij een hoek van β radialen hoort
dus een omtrek van 2πρAβ

2π = ρAβ km. Dus de booglengte van CP is ρAβ km.

Nu we de booglengte hebben, moeten we deze roteren over 2π om de oppervlakte van het bereik te krijgen. Het
is ook mogelijk om de dubbele booglengte (dus CD) te nemen en dan over π te roteren. We kiezen nu echter
voor de rotatie over 2π.
We willen een oppervlakte uitrekenen die ontstaat als we een kromme ronddraaien. Dit is een ruimtelijk principe
en we zullen dus moeten integreren over de hoek θ die de cirkelboog CP maakt. De oppervlakte O binnen bereik
van de satelliet is dan:

O =
2π∫
0

ρAβ dθ = [ρAβθ]2π0 = 2πρAβ.

De oppervlakte van de Aarde is πρ2
A. Het aantal benodigde geostationaire satellieten is dan dus: πρ2A

2πρAβ
= ρA

2β .
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5. Een begrenzing voor de β-formule

We hebben β uitgedrukt in α en h. Dat betekent dat β volledig afhankelijk is van de hoogte van de satelliet en
zijn bereik. Om een realistischer beeld te geven van het aantal benodigde satellieten gaan we β begrenzen. Dit
doen we door eerst de β-formule om te schrijven:

β = arcsin( (ρA+h) sinα
ρA

)− α⇔
β = arcsin(ρA sinα+h sinα

ρA
)− α⇔

β = arcsin(ρA sinα
ρA

+ h sinα
ρA

)− α⇔
β = arcsin(sinα+ h sinα

ρA
)− α⇔

β = arcsin(sinα(1 + h
ρA

))− α.

Omdat β een arcsinus-functie is, is het bereik van β begrensd tot het interval [−π2 − α,
π
2 − α].

Maar omdat we β liever geen negatieve waarde geven, kunnen we deze al begrenzen tot [0, π2 − α].
Omdat het bereik nu is aangepast, geldt sinα(1 + h

ρA
) ∈ [0, 1].

Dit heeft het volgende tot gevolg:

0 ≤ β ≤ π
2 ⇔ 0 ≤ sinα(1 + h

ρA
) ≤ 1⇔

0 ≤ sinα ≤ 1
1+ h

ρA

⇔

0 ≤ sinα ≤ 1
ρA+h
ρA

⇔

0 ≤ sinα ≤ ρA
ρA+h ⇔

arcsin 0 ≤ α ≤ arcsin( ρA
ρA+h )⇔

0 ≤ α ≤ arcsin( ρA
ρA+h ).

Omdat arcsin( ρA
ρA+h ) ook domein in het interval [0, 1] heeft, geldt:

| ρA
ρA+h | ≤ 1, en dit klopt voor alle h ≥ 0.

We kunnen voor α dus alle waarden in het interval [0, π2 ] kiezen, wat nogal onrealistisch is. α = π
2 zou immers

betekenen dat de satelliet met een totale hoek van π radialen een signaal zou uitzenden. Een hoop hiervan gaat
langs de Aarde en is dus nutteloos. Wat in elk geval duidelijk is, is dat als de hoogte kleiner wordt, de hoek
α groter mag worden. Als we h fixeren op 20000 km, wat normaal is voor een GPS-satelliet, krijgen we het
volgende:

0 ≤ α ≤ arcsin( 6378
6378+20000 ) < π

4 radialen. Dit is al een wat realistischer model.
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